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La coloration de graphes à distance 2 est une variante du problème de
coloration de graphes classique. On cherche à trouver le nombre minimal de
couleurs nécessaire pour colorer un graphe G de façon à ce que des sommets
à distance au plus 2 aient des couleurs différentes. Ce nombre minimal de
couleurs est noté χ2(G). Dans le cas des graphes planaires, la conjecture la
plus importante est due à Wegner dans [1] reliant χ2(G) au degré maximal
∆ du graphe.

Conjecture 1 (Wegner [1]). Tout graphe planaire G de degré maximum ∆
vérifie :

χ2(G) ≤


7 if ∆ = 3,
∆+ 5 if 4 ≤ ∆ ≤ 7,
⌊3∆

2
⌋+ 1 if ∆ ≥ 8.

Cette conjecture a été prouvée asymptotiquement mais pour n’a été prouvée
de manière exacte que dans le cas ∆ = 3. Le théorème suivant, valable dès
lors que ∆ ≥ 9 améliore les bornes connues pour 9 ≤ ∆ ≤ 31.

Théorème 1. Soit G un graphe planaire de degré maximal ∆ ≥ 9. Alors,
χ2(G) ≤ 2∆ + 7.

Pour prouver ce théorème, on utilise une méthode de déchargement en
supposant qu’un contre-exemple minimal au théorème existe et en exhibant
une contradiction. Pour cela on défini un ordre sur les graphes différent de
l’ordre classique, en choisissant un ordre qui minimise le nombre de sommets
mais maximise le nombre d’arêtes. L’utilisation de cet ordre permet de réduire
le nombre de configurations et de règles de déchargements (7 configurations
et 4 règles) et ainsi de simplifier l’analyse du processus de déchargement.
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